4.2.12

Predpoklady: 4207, 4208

Rychlé ur éovani hodnot funkci sinus a cosinus

Pedagogickéd poznamkarlato kapitola nefinasi nic nového a nema ekvivalent v klasickych
ucebnicich. Cilem hodiny je usfadat v hlavach Za@khodnoty goniometrickych
funkci tak, aby je mohli v ndsledujicich hodinadujpivat a fitom nebyli nuceni
k jejich bezduchému zapamatovani. Hodina je tak&leng jako ukazka toho, jak
je mozné si 8at paaddek ve ¥tSim mnozstvi dat. Velkatsina Zzak nic
podobného neprovadi a to aniivgac, Ze jim to date za domaci ukol nebo jim
vyclenite (teba i celou) vytovaci hodinu. Proto je cely postup doveden az do
konce (i kdyz jako obvykledkteré kroky nechavam zaky provést samosgjatroz
neni idedlni, protoZe by santepgmé bylo nejvyhodgjsi, kdyby si podobny systém

vybudov

al kazdy zak sam.

Potrebujeme utit hodnotusin 330 . Jak nfizeme postupovat?

* Podivat se do tabulky.

Nevyhoda: Bez tabulky jsme v koncich (a namydleni).

» Pamatovat si vysledek uvedeny v tabulce.
Nevyhoda: Musime si pamatovat spoustu tideieré se navzajem pletou.

» Nakreslit si obrdzek a hodnotu sgjftat, jak jsme dali pti dopliovani tabulky.

Nevyhoda: Strag&hzdlouhavé.

= Hledaji se#izné zfisoby vybavovani hodnot, které nevyzadiijiip mnoho pamatovani a

jsou rychlé.

Opakovani:
Souadna rovina je

sdadnymi osami

roz&klena na kvadranty, které jsou

zvétSujicich orientovanych Ginl
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Hodnoty goniometrickych funkci bereme jako
souadnice bodd, ktery vznikne jako gisetik
oc¢islovany podle piadi, ve kterém do nich koncového ramene orientovaného uhlu
smeétuji koncova ramena postupee

s jednotkovou kruznici.

sin(x)

A

T

cos(x)

A




‘ Pr. 1: Dopis do obrazku do kazdého kvadrantu znaménkodtagbmiometrickych funkci.

A

cosx >0
sinx >0 sinx >0
< ! X : >
-1 1
sinx <0 sinx <0
cosx<0 _1+ cosx >0
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Uvedené nerovnosti plati nejenom pro hodrgityx a cosx, ale i pro sotadnice vSech
bodi, které se v danych kvadrantech nalézsifix a cosx nejsou nic vic nez seadnice
bodi v kvadrantu, proto proéimusi platit to samé, co plati pro libovolny bod).

Obrazek pak rizeme pekreslit i takto:
A

X-ova souradnice <0 | x-ova soufadnice >0
y-ova souradnice >0 | y-ova souradnice >0
11

A

1+
y-ova souradnice <0 | y-ova souradnice <0

X-ova souradnice <0 | x-ova souradnice >0
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Pedagogicka poznamkaPredchozi upozormi neni zbyténé. Studenti maji tendence hledat
v predchozim dkolu &co tajemného a vyjintmého.

Pedagogicka poznamkaNa nasledujiciitklad neméa cenu nechavdil@ mnohocasu,
vétSina Zak moc uziténého nevymysli a&Si giinos nez bezvysledné studovani
tabulky pro & miZe byt v samostatnétfeSeni nasledujicichiplada.

Pokud se najde Zak, ktery dokazemvymyslet, nic nebrani tomu, abyagv
vysledek piloval a zbytek hodiny si proSel domambb geskail. U viech
ostatnich pak plati, Ze tato hodina je pouhou riEio@idealniho stavu, ve kterém



by podobny systém dokazali vytitosami bez tlaku zvenku a proto se snazim, aby
v hodiré méli co nejvice prostoru sami hledat a sami wagavat (coz by jim gy
umoznit giklady ve \&tsi ¢asti hodiny, které &Sinou nepromitam, ale zadavam
slovrg). NaieSeni pikladi v konci hodiny (10 a dale) nerfeba vice nez sedm
minut casu.

nebo zakonitosti, které by bylo mozné vyui#itrgchlejSim a jednodusSim

Pr. 2: Prohlédni tabulku s hodnotami goniometrickych furkaajdi v ni pravidelnosti
vybavovani hodnot goniometrickych funkci.

- Ukol maze byt splgn rizrg, nasledujici povidani je jen jednou z moznosti.

Tabulku s hodnotami goniometrickych funkcibeme pepsat pro #3i prehlednost do dvou
fadki a sloupce v tabulce si radd pomoci barevného pozadi dékolika skupin.

Uhel [ 0 30 45 60 90 120 135 150| 180
Uhel[rad] | 0 T T E Zz2 30| 2n T
6 | 4 | 3| 2 |3 |4 |6
sin(x) 0 1 ﬂ @ 1 ﬁ ﬂ 1 0
2 2 2 2 2 2
cos(x) 1 V3 N2 1 o | -1 V2| 3 1
] 2 2 2 2 2 2
Uhel [] 180 | 210 225 240 270 | 300 315 330| 360
Uhel[rad] | 7 ZlT §71 ﬂﬂ §7T §7T Zﬂ 1—177 27T
6 4 3 2 3 4 6
sin(x) o | -1 N2 | 3 Al V3| V2 1 0
2 2 2 2 2 2
cos(X) -1 V3| N2 1 0 1 142]45 1
2 2 2 2 2 2

Prvni skupinou jsou Uhly&rvenym pozadim, alkove* uhly):
* jde o nasobky (Jhlug (ndsobky90°),

* koncova ramenacthto orientovanych uhljsou shodna se stadnymi poloosami,

Jany
L

» hodnoty goniometrickych funkci dosahuji jednu z matdD, -1, 1 (jedna z funkci je
nulova, druh& nenulova).



Hodnotu sinu i cosinu pro libovolny &dhto Uhfi snadno ufime tim, Ze si fedstavime
koncové rameno uhlu a vybereme #ertoznych hodnot.

sinrr = sin/r= 0 (y-ova sotadnice)

Pr. 3:  Ur¢i.

a) COS%T b) sinl—ZT C) sin2r d) cosmr

cos%r -6} = cosg 71= (0 (x-ova sotadnice)
sing {9— = sing =1 (y-ova sotiadnice)

sin 27 {9— = sin 27r= 0 (y-ova sotadnice)
cosIT {9— = cosr=-1(x-ova sotiadnice)

Pedagogicka poznamkaPredchozi piklady si nekreslime, pouze ukazujeme fixem, Z&aci s
je maji pouze fedstavit (pokud ¢kdo potebuje tuzku, nebranim mu).
Zadani nepromitam, pouze diktdgSime ihned.

Uhel [ 0 30 45 60 90 120 | 135 | 150 | 180
Uhel[rad] | 0 T T T T2, 3, 2, T
6 4 3 2 3 4 6
sin(x) 0 1 ﬁ ﬁ 1 ﬁ ﬁ 1 0
2 2 2 2 2 2
cos(x) 1 V3| N2 1 o | -1 V2| 3 1
] 2 2 2 2 2 2
Uhel [] 180 | 210 | 225 | 240 | 270 | 300 | 315 | 330 | 360
Uhel[rad] | 7 ZlT §71 ﬂﬂ §7T §7T zn 1—177 27T
6 4 3 2 3 4 6
sin(x) o | -1 N2 | V3 -1 V3| V2| 1 0
2 2 2 2 2 2
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H PF. 4. Jaké vlastnosti maji uhly a hodnoty goniometrickftatkci ve Zlu¢ vybarvenych
‘ sloupcich tabulky? Navrhni, jak rychlecorat jejich hodnoty.

- Uhly se Zlutym pozadim, {tvrtinové* Ghly ):
' ¢ jsou vyjadeny pomoci zlomku s&yikou ve jmenovateli (jejich vyjadni ve stupnich
' kon¢i nagislici 5),

- koncova rameng&thto orientovanych dhllezi na osach kvadrant
! A
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«  pro hodnoty goniometrickych funkci pldsinx| = |cosq =

' Predstavime si (zakreslime) koncové rameno Ghlu stagisodtadnic a podle & piidélime
- hodno€ goniometrické funkce znaménko.

PF. 5:  Urci.
a) coss—” b) sinzn C) cosl—T d) singn
4 4 4 4
/‘
3
COS— ' = 0053_71 = —Q (x-ova sodadnice)
4 4 2
.
sin—7r s— = sinzﬂ= —Q (y-ova sotadnice)
4 b 4 2
™~
T
COS— — cos” :ﬁ (x-ova sodadnice)
4 4 2
.5
sin—7r —é = sin§ﬂ= —Q (y-ova sotadnice)
4 < 4 2




H Pr. 6: DalSi skupinu uhil tvori "tretinové" uhly. Jaké vlastnosti maji thly a hodnoty
goniometrickych funkci? Navrhni, jak pro tyto Uliychle ugovat hodnoty funkci
sinus a cosinus.

| Uhel [7] 0

30 45 60 90 120 |135 |[150 (180

Uhel [rad] |0 E E I—T E gn 37 2 T
6 4 3 2 3 4 6

sin(x) 0 1 V2 |43 1 V3 V2 |1 0
2 2 2 2 2 2

cos(x) 1 V3|2 |1 L V2 M3
2 2 2 2 2 2

Uhel [ 180 |210 (225 |240 |270 (300 |315 |330 |360

~
a1
N
w
a1
~
=
[

Uhel [rad] | - |=m |=m |=m |=m |-m |=m |2;m
6 4 3 2 3 4 6

sin(x) 0 J1o V2| 48 -1 V3| V2|1 0
2 2 2 2 2 2

cos(x) il V3| V2|1 0 1 NERE 1
2 2 2 2 2 2

- Uhly s modrym pozadim/{(fetinové" ahly):
-+ jsou vyjadeny pomoci zlomku s trojkou ve jmenovateli,
-« koncova ramenathto orientovanych Uhljsou svislejsi (vice seimykaji k osey nez

k osex),
A

A
\ 4

\ 4
| : . 3 1 .
= pro hodnoty goniometrickych funkci plat§in| = |cosx] =5 (hodnota sinu je

: "velka", hodnota cosinu "mald”).
. Podle typu funkce vybereme zlomeke®8stavime si (zakreslime) koncové rameno Ghlu v
| sousta¥ sodadnic a pidélime znaménko.

Pi. 7:  Urci.
a) sins—ﬂ b) sin )] cosz—” d) cosﬂn
3 3 3 3
sins—ﬂ = Sin5—n = —ﬁ (y-ova sodadnice, ¥tSi
3 3 2

hodnota)



T
sin— f = sinﬂzﬁ (y-ové sotiadnice, ¥tSi hodnota)
3 N 372
2 \ = cosz—”: A (x-ova sotiadnice, mensi
cos? 3 2
\\/ hodnota)
4 /\ = cosﬂnz 1 (x-ova sotiadnice, mensi
cosgn 3 2
J hodnota)

Pr. 8: Ozna posledni skupinu Gl Najdi jejich vlastnosti a sestav postup préowani
hodnot goniometrickych funkci-

[Ohel ] [0

30 45 60 90 120 |135 |[150 (180
Uhel [rad] |0 E E I—T T gn 30 2n T
6 4 3 2 3 4 6
sin(x) 0 E V2 |43 1 V3 V2 |1 0
2 2 2 2 2 2
cos(x) 1 V3 N2 |1 1| V2 M3
_ 2 2 2 2 2 2
Uhel [] 180 |210 (225 (240 [270 |300 (315 |[330 |360
Uhel [rad] | Zn En ﬂ7T §7T §77 ZIT 1—17T 21T
6 4 3 2 3 4 6
sin(x) 0 1 V2| 48 -1 V3| V2|1 0
2 2 2 2 2 2
cos(x) -1 V3| V2|1 0 1 NEARE 1
2 2 2 2 2 2

- Uhly se zelenym pozadimsestinové® ahly):
' » jsou vyjadeny pomoci zlomku s Sestkou ve jmenovateli,
1 » koncova ramena&cthto orientovanych uhljsou vodorovyyjsi (vice se fimykaji k ose

X nez k osg),
A
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«  pro hodnoty goniometrickych funkci plaj§in| :%, |cosx| :73 (hodnota sinu je

"mald", hodnota cosinu "velka").
. Podle typu funkce vybereme zlomeke8stavime si (zakreslime) koncové rameno Uhlu v
| sousta¥ sodadnic a pidélime znaménko.

Pr. 9:  Urci.
a) cos7—ﬂ b) cosl—ln C) sins—ﬂ d) sin’—T
6 6 6 6
7T J3 L -
COS%T ( ) = cos?——7 (x-ové sotiadnice, ¥t3i
hodnota)
11 /3 o L
cos%ln ( ) = cosgn—7 (x-ové sotiadnice, ¥tSi
hodnota)
sin%T —69— = sin%:% (y-ova sotiadnice, mensi hodnota)
sin7—6T -6%— = singzl2 (y-ova sotiadnice, mensi hodnota)

Predchozi posehy mizeme rozeznat i z obrazku, na kterém jsou b&raakreslena koriea
ramena jednotlivych Gflv jednotkové kruznici.




. Nésobkyl—ZT jsou rovnokzné se sai@dnymi osami= jedna z goniometrickych

funkci musi byt nulova a druh&a 1 nebo —1.
« Ctvrtinové ahly pali kvadranty=> leZi na jejich osacks sinus i cosinus maji

Y

stejnou absolutni hodnotuz— .

» Tietinové uhly piimykaji vice k osg/ = velikosty-ové sloZzky sotadnice bodu na
kruznici je &tSi nez velikost saadnicey-ové = absolutni hodnota sinu je ,velké*

. 3 . . ey 1 o .
¢islo % absolutni hodnota cosinu je ,maléslo > (op&na situace nez u

Sestinovych ).
« Sestinové Uhlyptimykaji vice k osex = velikostx-ové slozky sotadnice bodu na
kruznici je &tSi nez velikost saadnicey-ové = absolutni hodnota cosinu je ,velké*

¢islo % , absolutni hodnota sinu je ,malé&slo % .

Ted’ uz mizeme sestavit postup na rychléami hodnoty:
e Podle druhu goniometrické funkce sledujexravou neboy-ovou sotadnici.
e Zjistime, do jaké skupiny patihel, jehoz hodnotu émjeme, a tim wime absolutni
hodnotu goniometrické funkce.
e Zjistime, v jakém kvadrantu hodnotwupeme, a podle tohordélime znaménko.

Pr. 10: Urci sin%n.

. Hledame sinus=> sledujemey-vou sodtadnici.

Lo 7 L, . . . e
+ Uhel EIT je Sestinovy= primyk& k osex = malay-ova sotiadnice=

711
SIN—71| =—.
6/7‘ 2

b 7 : . L S .
: Uhel EIT smetuje do tetiho kvadrantu= y-ova sowadnice je zaporna.

7 1
C SIN—7T=——.
6 2

Pr. 11: Urgi sin%n.

- Hledame sinus= sledujemey-vou sodadnici.

- Uhel %n je ¢étvrtinovy = puli kvadrant= absolutni hodnota obou sadnic stejné\/;.

- Uhel %n smeéfuje do druhého kvadrantt> y-ova sotiadnice je kladna.

V2

.3
L sin—m=—.
4 2



PF. 12: Ur¢i hodnoty nésledujicich goniometrickych funkci:

a) sin%n b) cosgﬂ C) cos%lﬂ d) sinﬂﬂ
7 5 5 :
e) sin—7r f) cos—m g) cos—71T h) sint
6 4 3
a) sinzﬂ= —Q b) COS§7T= C C) cosl—177=£3
: 4 2 2 6 2
- d) sin2 77= _V3 e) sin ;7= - ) cos> 7= _J2
! 3 2 6 2 4
i 5 1 .
1 g) coS-T=— h)sint=0
9) cos_7r=2 )

NasSe metoda nam umiaje ucovat hodnoty sinu a cosinu tak rychle, Ze stugou nyni
mére pohodIné nez radiany.

Pr. 13: Uréi cos180.

- Hledame cosinus> sledujemex-vou soutadnici.

Uhel 180 je nésobekg = mozné hodnoty 0; 1; -1.

. Koncové rameno splyva se $adnou osox = x-ova sotiadnice je —1.
1 cos180=- .

Pr. 14: Urci cos300.

' Hledame cosinus> sledujemex-vou sottadnici.

Uhel 300° =§n je tretinovy = primyka k osey = malax-ova sotadnice a tedy mala

Lo .1
. velikost cosmusé :

- Uhel 300° snefuje do¢tvrtého kvadrantu= x-ova sotiadnice je kladna.

c03300=£.
| 2

Shrnuti: Hodnoty goniometrickych funkci iieme rychle wovat, kdyz si ugdomime, Ze
tabulkové hodnoty ulmazeme rozdlit do ¢ty skupin.
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